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Resumen
El sistema circulatorio esta´ formado por un elevado nu´mero de vasos sangu´ıneos de dis-
tintos taman˜os. Por tanto, su simulacio´n en tres dimensiones supondr´ıa un enorme coste
computacional. Siendo una alternativa el uso de modelos 1-dimensionales, 0-dimensionales
o modelos que combinen varias dimensiones. La modelizacio´n 0-dimensional es la que
ma´s reduce dicho coste. Sin embargo, conlleva un gran nivel de abstraccio´n espacial, obli-
gando a que se promedien las propiedades de los elementos del sistema hemodina´mico,
siendo dif´ıcil su aplicacio´n a casos particulares. Teniendo en cuenta que los modelos de
computacio´n de simulacio´n hemodina´micos tienen como principal finalidad su uso en me-
dicina, resulta fundamental que el modelo sea capaz de incluir casos de individuos que
presentan problemas cardiovasculares habituales, como son las disfuncionalidades cardio-
pulmonares. Este trabajo pretende incluir el estudio de estas problema´ticas en un modelo
hemodina´mico 0-dimensional, a fin de mantener el bajo coste computacional propio del
modelo a la vez que se ampl´ıa su rango de aplicacio´n. Para ello, se explicara´ el significado
de las ecuaciones que gobiernan dicho modelo, asemejando el circuito cardiovascular a uno
ele´ctrico y modelando la estructura pulmonar mediante relaciones fractales. Esto permite
hacer uso de geometr´ıa 1-dimensional para el ca´lculo del elemento resistivo pulmonar
del circuito ele´ctrico equivalente. De manera que el valor de dicha resistencia dependera´
de la disfuncionalidad cardiopulmonar que se este´ estudiando. Los resultados obtenidos
computacionalmente sera´n comparados con modelos computacionales ya validados, y con
resultados cl´ınicos. Se trata as´ı de un modelo de flujo transitorio cardiovascular, de ciclo
cerrado, basado en una metodolog´ıa consistente y fa´cilmente replicable.
Este trabajo se encuentra dentro del marco del proyecto ”Development of computational
simulation tools for health monitoring and control of cardiovascular responses to surgical
alterations”, cuyos investigadores principales son Mar´ıa Pilar Garc´ıa Navarro y Javier
Antonio Murillo Castarlenas.
Palabras clave: Sistema cardiovascular, modelo 0-dimensional, analog´ıa ele´ctrica, dis-
funcionalidades pulmonares y fractales.
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1 Introduccio´n
La f´ısica necesaria para describir el flujo sangu´ıneo humano, al igual que la mayor´ıa de
problemas biolo´gicos, dista de ser trivial. A ello se suma el hecho de que la delicada
naturaleza del cuerpo humano impide utilizar el me´todo de prueba y error de manera
sistema´tica. Por ello, resulta necesario el desarrollo de modelos computacionales para el
ana´lisis del sistema circulatorio. Estos modelos se basan, principalmente, en la meca´nica
de fluidos, para el ana´lisis de la circulacio´n, y en la meca´nica de so´lidos, para el ana´lisis
estructural. Este trabajo esta´ enfocado desde la perspectiva de la meca´nica de fluidos.
1.1 Anatom´ıa y fisiolog´ıa del sistema cardiovascular
El sistema circulatorio es el encargado de proporcionar ox´ıgeno y otros nutrientes a las
ce´lulas que componen los tejidos del organismo, as´ı como de la expulsio´n de deshechos
y de regular la temperatura del organismo. El te´rmino sistema circulatorio engloba el
cardiovascular (que a su vez engloba la circulacio´n siste´mica y la pulmonar) y el linfa´ti-
co. Este u´ltimo transporta los desechos metabo´licos para su expulsio´n (se tratar´ıa de un
circuito abierto) o su aprovechamiento en otras partes. Como se quiere estudiar bajo la
perspectiva de sistema cerrado, no tendremos en cuenta la funcio´n expulsiva del sistema
linfa´tico. Con respecto a la segunda, supondr´ıa tener en cuenta la cantidad de agua que
escapa de los vasos sangu´ıneos al intersticio y la que retorna a trave´s de la vena cava
superior. Sin embargo, la variacio´n de flujo debido a este es despreciable. Por lo que solo
se trabaja con el sistema cardiovascular au´n cuando se hable del circulatorio.
El sistema circulatorio se divide en tres partes (cardiaca, vascular y sangu´ınea). La parte
card´ıaca esta´ constituida por el corazo´n, que es el encargado de generar el gradiente de
presio´n espacial perio´dico responsable de la pulsatilidad del flujo sangu´ıneo. Este mu´sculo
puede ser visto como dos bombas aspirantes-impelentes (derecha e izquierda), que a su
vez, se dividen en aur´ıcula (parte superior) y ventr´ıculo (parte inferior), de modo que
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tenemos cuatro ca´maras card´ıacas. El corazo´n izquierdo (aur´ıcula y ventr´ıculo izquier-
dos) es el encargado de expulsar la sangre hacia la circulacio´n siste´mica (que representa
el (74-87) % de la sangre total del sistema circulatorio de un hombre adulto en reposo)
y el corazo´n derecho es el que expulsa la sangre (pobre en ox´ıgeno) hacia la circulacio´n
pulmonar (que representa el (10-12) % de la sangre total) (6). Para el correcto funcioma-
niento del corazo´n, los movimientos de las ca´maras deben estar sincronizados, y as´ı las
aur´ıculas realizan el movimiento de la s´ıstole (contraccio´n), mientras que los ventr´ıculos
realizan el movimiento de la dia´stole (relajacio´n) y viceversa.
La parte vascular hace referencia a toda la red de arterias, venas y capilares. La diferencia
entre estas radica en la elasticidad y dia´metros caracter´ısticos de los mismos, as´ı como
de la presio´n que pueden soportar sin llegar al l´ımite de rotura. Encontramos as´ı que el
sistema circulatorio esta´ formado por millones de segmentos de vasos sangu´ıneos que se
unen en una estructura de a´rbol jera´rquica.
Finalmente, la parte sangu´ınea hace referencia a la sangre; fluido formado por plasma
(mayoritariamente agua), prote´ınas y ce´lulas sangu´ıneas (glo´bulos blancos, glo´bulos rojos
y plaquetas) en suspensio´n. Estas part´ıculas hacen de la sangre un fluido no newtoniano,
ya que presenta una relacio´n no lineal entre el esfuerzo aplicado y la velocidad de de-
formacio´n resultante. Concretamente se incluye en la categor´ıa de pseudo-pla´sticos, ya
que la resistencia de este disminuye al aumentar el esfuerzo. En consecuencia, la sangre
que circula por los vasos sangu´ıneos de menor taman˜o (como los capilares) no puede ser
considerada un medio continuo habitual, aunque s´ı se asume que se trata de un fluido
incompresible (densidad, ρ, constante) y homoge´neo para macrocirculacio´n (1).
1.2 Situacio´n actual de los me´todos de modelizacio´n car-
diovascular
El sistema cardiovascular ha sido el objeto de estudio de mu´ltiples cient´ıficos a lo largo de
la historia. Entre ellos, se encuentran como primeros precursores a: Galen (130-200AD)
que estudio´ la fuerza y frecuencia del pulso sangu´ıneo, William Harvey (1578–1657) cuyo
trabajo se reconoce como el inicio de la comprensio´n moderna del sistema cardiovascular,
Stephen Hales (1677-1761) introdujo la idea del efecto Windkessel, siendo este uno de
los primeros pasos hacia la modelizacio´n 0-dimensional. Leonhar Euler (1707–1783) fue
quien hizo por primera vez posible el estudio cuantitativo de la meca´nica del problema.
Aunque no fue capaz de encontrar una solucio´n para la propagacio´n del pulso de la onda,
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siendo esta obtenida ma´s adelante, sin derivar, por Thomas Young (1773–1829).
Durante esta e´poca se llevaron a cabo grandes aportaciones al desarrollo y compresio´n
del sistema cardiovascular, destacando la de Otto Frank (1865–1944) que desarrollo´: el
modelo de Windkessel (el cual asume que todo el sistema arterial puede ser considerado
como un solo compartimento) y el modelo de onda de pulso (que predice que la informa-
cio´n viaja a trave´s de las arterias en forma de ondas).
En este punto, el estudio de las ecuaciones de Euler toma dos enfoques posibles. El pri-
mero se basa en que estas ecuaciones son de´bilmente no lineales cuando se aplican a
simulaciones de flujo sangu´ıneo bajo condiciones fisiolo´gicas. Por tanto, es posible linea-
lizarlas en estos casos, obteniendo ecuaciones ana´logas a las caracter´ısticas de circuitos
ele´ctricos. Este planteamiento se conoce como me´todo de la impedancia y ha sido la base
de mu´ltiples investigaciones del flujo arterial en el dominio frecuencial (tales como las de
Landes, Westerhof y McDonald [Theoretical, Experimental and Clinical Principles,1998]),
basadas en el ana´lisis de Fourier y en la asuncio´n de que el sistema arterial se encuentra en
un estado de oscilacio´n estable. Bajo este mismo planteamiento, Noordergraaf desarrollo´
un modelo de las arterias siste´micas humanas ma´s grandes, siendo estas representadas por
segmentos interconectados formados por una resistencia en serie con una inductancia y
un condensador. Este modelo fue mejorado por Westerhof [Arterial viscoelasticity, 1970],
y posteriormente resuelto nume´ricamente por Avolio, bajo la formulacio´n del dominio
frecuencial.
El enfoque alternativo al me´todo de la impedancia consiste en la aplicacio´n del me´to-
do de las caracter´ısticas, de Bernhard Riemann [Gesammelte mathematische Werke und
wissenschaftlicher Nachlass, 1876], para resolver de manera no lineal las ecuaciones de
conservacio´n derivadas por Euler.
Para mayor detalle remı´tase al art´ıculo de Kim H. Parke (10), en el cual se encuentran
en mayor detalle las referenciadas a todas las obras. Adema´s de haber sido de gran ayuda
para la elaboracio´n de esta seccio´n.
En los u´ltimos an˜os es posible encontrar mu´ltiples aportaciones al desarrollo de modelos
0-dimensionales. Como el perfeccionamiento de me´todos y criterios de estabilidad a cargo
de Peter et al, o el uso de modelos de elastancia variables para representar el corazo´n,
realizado por Suga et al. Adema´s del trabajo llevado a cabo por Roussell (12). Este u´ltimo
es, junto a las aportaciones de Sun (15; 16; 17; 18), la base teo´rica general del modelo
computacional de este trabajo.
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1.3 Motivacio´n y objetivos
Este trabajo parte de la formulacio´n de las ecuaciones que gobiernan el modelo 1-
dimensional en hemodina´mica, a partir de las cuales se obtienen las propias del modelo
0-dimensional.
La motivacio´n de utilizar un modelo 0-dimensional, frente a uno tridimensional, se debe
a que la longitud total de los vasos sangu´ıneos siste´micos es de aproximadamente 97·103
km (7). Por tanto, el desarrollo de un modelo tridimensional del circuito sangu´ıneo com-
pleto es inabarcable. Ante este problema, un compromiso adecuado es el proporcionado
por el llamado problema geome´trico a escala mu´ltiple. Este se basa en utilizar modelos
1-dimensionales en los principales vasos sangu´ıneos, modelos 0-dimensionales para los mi-
crovasos y modelos FSI 3-D (Interaccio´n fluido-estructura) para ciertas zonas de intere´s,
tales como o´rganos. Sin embargo, la formulacio´n de este modelo solo contempla la formu-
lacio´n 0-dimensional, ya que, esta permite trabajar con ecuaciones diferenciales ordinarias
que pueden resolverse con me´todos nume´ricos mucho ma´s simples que las diferenciales
parciales propias de la formulacio´n 1-dimensional. Evitando tambie´n as´ı los problemas
de discontinuidad propios de las condiciones de contorno de la formulacio´n 1-dimensional.
Pese a estas ventajas, la formulacio´n 0-dimensional tambie´n plantea dificultades. Entre
ellas se encuentra el hecho de que se debe asegurar la propagacio´n de la onda sin causar
errores excesivos en lo que respecta a la disipacio´n. Los cuales se reflejan en la amplitud y
en la dispersio´n, y se manifestan en la fase (3). As´ı, el gran nivel de abstraccio´n espacial
que conlleva el modelo 0-dimensional hace que los para´metros propios sean susceptibles
de varios ajustes hasta encontrar los que se adecuan a los datos del paciente, y en oca-
siones, sin una justificacio´n fisiolo´gica tras ello.
De la idea fundamental de la formulacio´n 0-dimensional subyace el problema de que las
propiedades hemodina´micas sean promediadas. Para evaluar, mediante este programa,
el comportamiento del sistema bajo diferentes condiciones fisiolo´gicas y patolo´gicas co-
munes, se comprueba que el programa es capaz de adecuarse a individuos que presentan
disfuncionalidades cardiopulmonares. Concretamente se analizan casos de: hipertensio´n
pulmonar, variaciones en el funcionamiento pulmonar estandar debido a intervenciones
quiru´rjicas en pacientes con ca´ncer de pulmo´n y casos de tromboembolismo pulmonar le-
ve y severo. Para que el modelo sea capaz de predecir resultados correctos en estos casos
se modelizan los pulmones como una red fractal finita, lo que permite utilizar relaciones
fractales.
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2 Formulacio´n matema´tica del modelo
2.1 Ecuaciones fundamentales de la formulacio´n 0-D
En esta seccio´n se obtienen las ecuaciones fundamentales de la formulacio´n 0-dimensional
a partir del desarrollo de las leyes de conservacio´n de la masa, ec. 2.1, y del momento
lineal, ec. 2.2, de la formulacio´n 1-dimensional.
∂A
∂t
+
∂Q
∂x
= 0 (2.1)
∂Q
∂t
+
∂
∂x
(
Q2
A
)
= −A
ρ
∂P
∂x
+
f
ρ
(2.2)
Siendo A = A(x, t) el a´rea transversal del vaso, Q = Q(x, t) el caudal, ρ la densidad y f la
fuerza de friccio´n por unidad de longitud: f = −βpiµQ
A
, donde µ es la viscosidad dina´mica
de la sangre , β es una constante que depende de la forma del perfil de velocidad, que
a su vez depende del modelo reolo´gico. Y P = P (x, t) la presio´n, que se define como la
suma de la presio´n externa, Pe(x, t), y la presio´n transmural, Ptr: P (x, t) = Pe(x, t) +Ptr
(4; 9). La presio´n transmural es de la forma: Ptr = K(x)φ(A) + P0, siendo P0 la presio´n
de referencia y K(x) una funcio´n positiva del mo´dulo de Young y el grosor de la pared.
Para obtener las ecuaciones propias de la formulacio´n 0-dimensional, la presio´n, el cau-
dal y el a´rea de la seccio´n transversal se promedian sobre l, la longitud del vaso (l =
|xout − xin|):
ψˆ(t) =
1
l
∫ xout
xin
ψ(x, t)dx (2.3)
Siendo ψ(x, t) = A(x, t) en la ecuacio´n 2.3 y utilizando la ecuacio´n de continuidad, ec.
2.1, obtenemos la expresio´n:
dAˆ
dt
+
Qout −Qin
l
= 0 (2.4)
Para el caso de ψ(x, t) = Q(x, t) en la ecuacio´n 2.3 no solo se necesita la ecuacio´n de
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momento, ec. 2.2, tambie´n se deben realizar las siguiente hipo´tesis: que el te´rmino de
adveccio´n sea despreciable frente al resto de te´rminos y que las variaciones de a´rea y
velocidad de la onda sean insignificantes en comparacio´n con los cambios de presio´n y
caudal. Obteniendo as´ı la siguiente expresio´n:
dQˆ
dt
=
1
ρl
A
(
Pin − Pout − βpiµl
A2
Qˆ
)
(2.5)
Siendo Aˆ y Qˆ el promedio espacial del a´rea y del caudal, respectivamente.
Conviene tener ecuaciones en te´rminos del caudal y de la presio´n del vaso (9). Por lo que
el primer te´rmino de la ecuacio´n 2.4 se debe escribir en terminos de presio´n. Sabiendo
que la velocidad de onda c es de la forma:
c =
√
A
ρ
K
dφ
dt
dt
dA
(2.6)
Se obtiene que: dAˆ
dt
= A
ρc2
dPˆ
dt
. Siendo ahora posible transformar las ecuaciones 2.4 y 2.5 en
un sistema para las variables (Pˆ , Qˆ):
dPˆ
dt
=
Qin −Qout
C
,
dQˆ
dt
=
1
L
(Pin − Pout − RQˆ) (2.7)
donde R, L y C son:
R =
βpiµl
A2
, L =
lρ
A
, C =
lA
ρc2
(2.8)
Este desarrollo puede encontrarse con mayor detalle en el anexo A.
2.2 Analog´ıas entre el flujo sangu´ıneo y los circuitos ele´ctri-
cos
Los para´metros de la ecuacio´n 2.8 son ana´logos a la resistencia, inductancia y capacitan-
cia de los circuitos ele´ctricos y, en consecuencia, un vaso sangu´ıneo puede representarse
ana´logamente como un circuito RLE, siendo E = C−1 la elastancia. As´ı, la presio´n equi-
vale al voltaje, el caudal a la corriente y el volumen a la carga ele´ctrica. De modo que se
trabaja en te´rminos de diferencias de presio´n (voltaje).
Resistencia (R), viscosidad del fluido: La resistencia al flujo a trave´s del vaso
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sangu´ıneo se debe a la friccio´n viscosa entre la pared del mismo y el fluido. As´ı, la
condicio´n de contorno antideslizante en la pared del vaso y las propiedads viscosas de
la sangre quedan incluidas en la formulacio´n 0-dimensional en forma de elementos
resistivos (3). Entonces, es posible definir la resistencia al flujo como el esfuerzo
cortante que actu´a sobre el a´rea transversal del vaso como:
R =
∆PR
Q
(2.9)
Siendo sus dimensiones [Longitud−4 ∗ Tiempo−1 ∗Masa]. Y usando la defincio´n de
caudal y de diferencia de presio´n de Poiseuille se puede reescribe como:
R =
βpiµL
A2
(2.10)
donde ∆PR es la diferencia de presio´n requerida para mantener el flujo pese a la
resistencia viscosa. Siendo esta la expresio´n que obtuvimos en el apartado anterior,
ecuacio´n 2.8. Se muestra que la resistencia a fluir depende fuertemente del a´rea, por
lo tanto, la mayor ca´ıda de presio´n de todo el sistema cardiovascular ocurre en los
vasos de menor radio, en la microcirculacio´n.
Inductancia (L), inercia del fluido: La pulsatilidad del flujo sangu´ıneo hace
que la presio´n que impulsa el flujo cambie de manera oscilatoria. Por lo que la
masa sangu´ınea se acelera y desacelera en el tiempo. Sin embargo el fluido no
responde inmediatamente a estos cambios. A este efecto se le conoce como inercia,
cuyo ana´logo ele´ctrico es la inductancia. Y a diferencia de la resistencia viscosa, la
inductancia solo aparece cuando hay un cambio temporal en el caudal. La inercia
de los fluidos, por lo tanto, evita cambios abruptos en la velocidad de flujo a trave´s
del vaso, y desde una perspectiva nume´rica, reduce las oscilaciones en los patrones
generados de ondas de flujo. Siendo as´ı, la fuerza requerida proporcional a la tasa
de cambio del caudal:
∆PL = L
dQ
dt
(2.11)
Siendo el valor de L el que ya obtuvimos en la ecuacio´n 2.8, y sus dimensiones
[Longitud−4 ∗Masa].
El efecto de la inercia del fluido es, por lo tanto, hacer que el flujo necesite una cierta
cantidad de tiempo para alcanzar un estado estable. Cuanto mayor es el efecto de la
inercia, ma´s tarda el flujo en alcanzar un estado estable. Y la diferencia de presio´n
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total (∆P ) necesaria para impulsar el flujo del vaso sangu´ıneo en presencia de un
cambio en el caudal es la suma de la diferencia de presio´n necesaria para superar
la fuerza de resistencia debida a la inductancia (∆PL), y la diferencia de presio´n
necesaria para vencer la fuerza de resistencia debida a la viscosidad (∆PR):
∆P = ∆PL + ∆PR (2.12)
Capacitor (C), elasticidad de la pared del vaso: Hasta este punto se ha
trabajado suponiendo que las paredes de los vasos sangu´ıneos son r´ıgidas. El tener en
cuenta su elasticidad hace que se tengan que tener en cuenta los posibles cambios de
volumen, esto se hace gracias a la capacitancia (ana´logo al efecto de un condensador
en un circuito, pero acumulando volumen en vez de carga ele´ctrica). Adema´s, hay
un segundo efecto, ya que en un vaso ela´stico se produce un cambio local de presio´n
que se propaga como una cresta de onda por el vaso a una velocidad finita, conocida
como velocidad de onda. Mientras que en un vaso r´ıgido un cambio local de presio´n
tiene un efecto instanta´neo en todo el vaso.
Pese a que estos dos efectos anteriores son debidos a la elasticidad de la pared del
vaso, pueden ser tratarlos por separado de manera independiente. As´ı, se explica el
efecto de la capacitancia que es el que resulta de mayor relevancia en el modelo. Este
puede ser modelado como el flujo en un vaso r´ıgido con un globo en un extremo,
figura 2.1 (20):
Figura 2.1: El efecto de la capacitancia (20).
La capacitancia permite conocer el aumento de volumen. Cuando se produce un
aumento de presio´n se produce una acumulacio´n de sangre en una regio´n vascular
que hace aumentar el dia´metro del vaso. As´ı la capacitancia se define como:
C =
dV
d(∆P )
(2.13)
Siendo sus dimensiones [Longitud4 ∗ Tiempo2 ∗ Masa−1]. Cabe sen˜alar que esta
expresio´n enfatiza en que no es la diferencia de presio´n ∆P la que produce el
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cambio en el volumen, sino un cambio en esa diferencia de presio´n.
Como se esta´ trabajando en te´rminos de presio´n y caudal (ecuaciones 2.7) conviene
trabajar la inversa de esta variable, la elastancia E, y por tanto una expresio´n de
la presio´n:
d(∆P ) =
dV
C
= EdV (2.14)
En este punto conviene indicar que un diferencia ba´sica entre el sistema arterial y
el venoso radica en que las arterias presentan un comportamiento ma´s r´ıgido que
las venas. Y por tanto estas u´ltimas tienen asociados unos valores de capacitancia
mayores.
Adema´s de estos efectos se ha de incluir la pe´rdida de energ´ıa asociada al cambio de
volumen en la pared de los vasos sangu´ıneos (compartimento ela´stico). Esto se hace
mediante un nuevo elemento, la viscoelastancia (Ω). Adema´s, la zona card´ıaca tiene un
comportamiento muy caracter´ıstico, por lo que se tiene que an˜adir una resistencia que lo
tenga en cuenta. La cual tendra´ un valor de cero para el resto de vasos sangu´ıneos.
Viscoelastancia, Ω: La pe´rdida de energ´ıa debido a la resistencia que ejerce el
vaso a cambiar su volumen se expresa como:
∆PΩ = Ω
dV
dt
(2.15)
Siendo Ω el coeficiente de viscoelasticidad de la pared card´ıaca, y sus dimensiones
[Longitud4 ∗ Tiempo−1 ∗Masa]. Este te´rmino vale uno en caso de compartimento
vascular, ya que se trata de una resistencia lineal. Mientras que para modelar una
ca´mara de contraccio´n, Ω debe tomar un valor que incluya las propiedades vis-
coela´sticas de los vasos (14), para mayor detalle se puede remitir al anexo B . Esto
hace que los modelos 0-dimensionales sean especialmente sensibles a las funciones
de elastancias.
Es evidente as´ı, que la elastancia y la viscoelastancia son te´rminos ı´ntimamente
relacionados en hemodina´mica, ya que tan importante es tener en cuenta la defor-
macio´n de los vasos como la tendencia de los mismos a recuperar su forma original.
Modelo de la va´lvula, bva´lvula : Las siguientes expresiones se pueden obtener
fa´cilmente suponiendo que un vaso, por el que circula un flujo viscoso, tiene una
singularidad. Concretamente, que el dia´metro del vaso disminuye en un lugar es-
pec´ıfico, lo que significa que la diferencia de presio´n a lo largo de la seccio´n con el
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dia´metro ma´s pequen˜o es diferente.
La relacio´n presio´n-caudal a trave´s de las va´lvulas card´ıacas esta´ dominada por una
ley de potencias, que establece que la ca´ıda de presio´n causada por las separaciones
a la salida de la va´lvula es proporcional al cuadrado de flujo:
PLV − PLA = ∆Pva´lvula = bva´lvulaQva´lvula |Qva´lvula| (2.16)
donde Qva´lvula es el caudal que circula a trave´s de la va´lvula, y la resistencia de la
va´lvula, bva´lvula (denominada como b en el esquema 2.2) esta´ dada por:
bva´lvula =
ρ
2K2dma
2
va´lvula
(2.17)
Con dimensiones de [Longitud−7∗Masa]. Siendo ava´lvula el a´rea efectiva que es cons-
tante (y distinta de cero) durante la dia´stole, y con un valor muy pro´ximo a cero
durante la s´ıstole, para mayor detalle se puede remitir al anexo B. Kdm es el coefi-
ciente de descarga para la va´lvula (adimensional) y depende de la geometr´ıa del vaso
y del nu´mero de Reynold, siendo este u´ltimo: Re =
ρ dva´lvula Qva´lvula
µ Ava´lvula
, donde Ava´lvula
es el a´rea anato´mica. El hecho de que en la ecuacio´n 2.16 aparezca Qva´lvula |Qva´lvula|
en lugar de Q2va´lvula, implica que se aplica tanto a los flujos antero´grados como a los
retro´grados.
Tras este ana´lisis queda evidenciada la correspondencia entre el circuito sangu´ıneo y el
ele´ctrico. Gracias a esta analag´ıa es posible aplicar el ana´lisis matema´tico, ya desarrollado,
propio del ana´lisis de circuitos ele´ctricos, para resolver el problema hemodina´mico de una
manera ma´s secilla. Se obtiene as´ı que un vaso sangu´ıneo gene´rico puede ser modelizado
como en la figura 2.2:
Figura 2.2: Circuito RLE con te´rmino viscoela´stico y va´lvula.
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Siendo QN−1 el caudal que entra al nodo N y QN el caudal que sale del nodo N + 1.
Cosiderando que el efecto de la viscoelastancia, de la presio´n externa y de la elastancia,
puede definirse como la diferencia derivada temporal del volumen (mayor detalle anexo
E),
dVN
dt
.
Obtenemos que por conservacio´n del caudal, se debe cumplir que: QN =
dVN
dt
+QN−1.
El circuito ele´ctrico del sistema completo (para mayor detalle se puede remitir al anexo F)
se obtiene modelando 10 vasos sangu´ıneos principales del cuerpo humano y las 4 ca´maras
sangu´ıneas del sistema cardiovascular (18) queda de la forma:
Figura 2.3: Analog´ıa ele´ctrica del sistema cardiovascular. Siendo Qv la fuente de flujo venoso,
Pit la presio´n intratora´cica y Ppc la presio´n provocada por el pericardio, anexo D.
Para analizar este circuito es necesario obtener expresiones de la presio´n y del volumen en
funcio´n del caudal. Para ello se aplican: las leyes de tensio´n y de corriente de Kirchhoff,
y el principio de conservacio´n del caudal. Estas ecuaciones se discretizan termporalmente
mediante la aplicacio´n de un esquema de diferencias finitas de primer orden impl´ıcitas.
Siendo estas las que se utilizan para el desarrollo computacional del modelo. Para mayor
detalle remita´se al anexo E.
En este trabajo son particularmente importantes nodos 3, 4 y 5 de este circuito, ya que es
lo que corresponde al sistema cardiopulmonar. Concretamente, es posible analizar las dis-
funcionalidades cardiopulmonares nombradas anteriormente (apartado 1.3) centra´ndose
u´nicamente en la resistencia Rpuc del nodo 4.
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2.3 Modelizacio´n pulmonar mediante el uso de relaciones
fractales
La descripcio´n pulmonar mediante relaciones fractales es posible ya que el sistema san-
gu´ıneo pulmonar se ajusta a la propiedad de auto-semejanza en los cambios de escala (11).
As´ı, conociendo los valores caracter´ısticos de las arterias pulmonares principales es posi-
bles representar, mediante un diagrama de a´rbol, el resto de vasos arteriales que derivan
de estos. Respecto a las venas pulmonares, excepto las principales, son topolo´gicamente
ana´logas a sus equivalentes arteriales (mismo nu´mero de bifurcaciones y de vasos termi-
nales). Esto hace que sea posible modelar el a´rbol venoso pulmonar como una ima´gen
especular del a´rbol arterial pulmonar, imagen 2.4:
Figura 2.4: Las arterias aparecen representadas en color azul y las venas en rojo. La arteria
pulmonar principal se divide en las arterias pulmonares derecha e izquierda y cada una de estas
se divide en otras dos, las cuales tienen su correspondiente vena (11).
Para la modelizacio´n de la estructura de a´rbol, que representa las arterias y venas secun-
darias, se necesitan dos relaciones fractales. Una relacio´n de radios, que relacione el radio
del vaso primordial con el de sus vasos descendientes y otra de asimetr´ıa, que cuantifique
la diferencia entre los radios de los vasos hijos. Esta segunda resulta complicada si se
quieren ramificaciones de ma´s de dos vasos. Sin embargo, para el caso de que cada vaso
se divida en dos nuevos vasos hijos, es directamente:
γ =
R22
R21
(2.18)
Siendo Ri (i=1,2) el radio de las venas hijas. Y γ el factor de asimetr´ıa. Gracias a datos
experimentales (5) se sabe que el valor de γ es 0.43 y que la relacio´n entre longitud y
radio es igual a 2.55 para la zona pulmonar.
Para la obtencio´n de relacio´n de radios es necesaria la ley de Murray. Esta se basa en que
los sistemas vasculares se caracterizan por un funcionamiento o´ptimo, lo que equivale a
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que el flujo de sangre en los vasos sangu´ıneos se produce con el menor trabajo biolo´gico1
posible. Se trata as´ı de un problema de optimizacio´n en el que aparecen dos factores
antago´nicos principales. Para evidenciar la importancia de estos factores se compara el
coste energe´tico del flujo sangu´ıneo en vasos pequen˜os (de menor radio) y en vasos grandes:
En los vasos de mayor radio el coste energe´tico necesario para realizar el transporte
disminuye (la friccio´n es menor), pero el volumen de sangre total en el sistema tambie´n
es mayor, y la sangre requiere de soporte metabo´lico (es decir requiere un aporte de
nutrientes del resto del organismo mayor). En cambio, en vasos pequen˜os, el trabajo para
transportar la sangre a trave´s de ellos es muy elevado. As´ı, la ley de Murray trata de
determinar si existe un compromiso o´ptimo entre la energ´ıa requerida para superar la
resistencia viscosa de la sangre y la energ´ıa metabo´licamente requerida para mantener el
volumen de sangre y tejido del vaso involucrado en el flujo. Llegando as´ı a la conclusio´n
de que el trabajo total, E, involucrado en el funcionamiento de una seccio´n de un vaso
sangu´ıneo, debe ser mı´nimo con respecto al radio del mismo. Este trabajo viene dado por
la expresio´n:
E = ∆PQ+ bV ol (2.19)
El primer te´rmino de la derecha representa el trabajo que se necesita realizar para superar
la friccio´n del vaso. Siendo ∆P la diferencia de presio´n entre los dos extremos de dicho
vaso. El segundo es el trabajo realizado para mantener el volumen de sangre en el vaso
sangu´ıneo. E tiene dimensiones de trabajo siendo sus unidades [erg/sec]2 y b, que es una
constante, debe tener dimensiones de [ergs/cc. sec]. Por u´ltimo, V ol es el volumen del
vaso.
Para un flujo laminar, y suponiendo las paredes del vaso r´ıgidas, es posible utilizar la ley
de Hagen–Poiseuille para obtener directamente la diferencia de presio´n entre los extremos
y as´ı obtener la expresio´n del trabajo:
∆P =
Q
r4
8lµ
pi
(2.20)
E =
Q2
r4
8lµ
pi
+ bpilr2 (2.21)
Como la condicio´n para que el sistema sea lo ma´s econo´mico posible es que el trabajo
total, E, sea un mı´nimo, se debe derivar la ec.2.21 respecto a r e igualar el resultado a
1 El te´rmino trabajo biolo´gico hace referencia tanto al trabajo para el transporte como al manteni-
miento.
21 [W] = 10000000 [erg/sec.]
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cero. Obteniendo as´ı la siguiente expresio´n del caudal:
Q =
pi
4
√
b
µ
r3 (2.22)
Aplicando la conservacio´n de la masa a un circuito de un vaso de referencia (R0), vaso
primordial, que se divide en j vasos, se obtiene la siguiente relacio´n de caudales Q0 =∑j
i=1Qi y por tanto, de radios:
R30 =
j∑
i=1
R3i
Concretamente se particulariza para el caso de interes, j=2: R30 = R
3
1 +R
3
2
Sin embargo, las hipo´tesis anteriores parecen demasiado restrictivas para el flujo san-
gu´ıneo. De modo que, a continuacio´n, se realiza un desarrollo general, para lo cual se
debe empezar obteniendo la forma de ∆P sin recurrir a la ecuacio´n de Hagen–Poiseuille.
Para ello, se trabaja en coordenadas cil´ındricas y suponiendo que el flujo a traves de un
vaso de radio R y longitud l, cuya velocidad solo tiene componente no nula en el eje
longitudinal del vaso, y esta no es funcio´n del tiempo. Para ver que´ forma tiene esta
velocidad, se desarrolla la ecuacio´n de movimiento del fluido en este eje:
∂P
∂z
= µ
1
r
∂(r ∂vz
∂r
)
∂r
+ ρg (2.24)
Integrando esta ecuacio´n, despreciando el efecto de la gravedad y sabiendo que τrz ≡
τzr = −µ(∂vz∂r + ∂vr∂z ) es la u´nica componente no nula del tensor de esfuerzo cortante en
coordenadas cil´ındricas, se llega a la expresio´n:
τrz =
∆P
2l
r +
cte
r
(2.25)
La constante solo puede valer cero ya que esta componente debe tener un valor finito
tambie´n para r=0.
Para describir el feno´meno viscoela´stico de los vasos sangu´ıneos se emplean dos elementos:
el muelle, el cual si esta´ sometido a un esfuerzo τrz sufre una deformacio´n  =
τrz
E
,
siendo E la constante de rigidez del muelle. Y el amortiguador, siendo la tensio´n de
este proporcional a la velocidad de deformacio´n: τrz = η(˙)˙. Con ˙ =
dvz(r)
dr
y η es el
coeficiente de viscosidad, el cual para fluidos newtonianos η es la viscosidad dina´mica, µ.
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Sin embargo, para fluidos no-newtonianos se utiliza el concepto de viscosidad aparente,
que es la que tendr´ıa un fluido newtoniano cuya recta pasara por el mismo punto del
reograma (representacio´n gra´fica de su comportamiento tensio´n/deformacio´n), por lo que
se utiliza η para mantener la generalidad.
De modo que, para un fluido puramente viscoso es posible expresar la componente del
tensor de esfuerzo cortante no nula como en la ecuacio´n 2.25. Usando la ley de la potencia,
o ecuacio´n de Ostwald de Waele, se obtiene una relacio´n entre el esfuerzo de corte (τ) y
la velocidad de deformacio´n (˙) como una l´ınea recta sobre un intervalo de velocidad de
cizallamiento, es decir τ = m˙n, de modo que: η = m˙n−1, siendo n <1 para el caso de la
sangre. Con estas relaciones ya se puede obtener la relacio´n de la velocidad:
vz(r) =
(
∆P
2lm
)1/n
R
1 + 1/n
(1−
( r
R
)1+1/n
) (2.26)
Siendo R el valor anato´mico del radio, el cual es constante. De modo que el caudal es
directamente:
Q =
∫ 2pi
0
∫ R
0
rvz(r) · dr · dθ =
(
∆PR
2lm
)1/n
piR3
3 + 1/n
(2.27)
Despejando la diferencia de presio´n se obtiene la siguiente expresio´n:
∆P =
Qn
R3n+1
Ψ (2.28)
Siendo Ψ =
2lm(3 + 1/n)n
pin
. A esta ecuacio´n se le an˜ade el sub´ındice j en las variables
pertinentes para poder introducir la estructura de a´rbol:
∆Pj = Ψj
Qnj
R3n+1j
⇒ Ej = ajΨj
Qa+1j
Rbj
+ bjpiljR
2
j (2.29)
Se ha realizado el cambio a los para´metros a y b que son funcio´n de las propiedades
del fluido: a = n y b = 3n + 1 (19). Como la condicio´n para que el sistema sea lo ma´s
econo´mico posible es que el trabajo total, E, sea un mı´nimo, hay que derivar E, respecto
al radio. Al diferenciar e igualar a cero, se obtiene:
∂Ej
∂Rj
= −bajΨj
Qa+1j
Rb+1j
+ 2bjpiljRj = 0 (2.30)
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De aqu´ı se despeja el caudal, obteniendo:
Qj = C
′R
b+ 2
a+ 1
j (2.31)
Definiendo la variable ξ como: ξ =
b+ 1
a+ 1
y aplicando la conservacio´n de la masa a un
circuito de un vaso de referencia (R0), vaso primordial, que se divide en j vasos, se obtiene
la ecuacio´n 2.23 y as´ı llegamos a la relacio´n de radios buscada, ya que la constante C ′
desaparece:
Rξ0 =
j∑
i=1
Rξi
Para j=2,i.e. cada vaso padre se divide en dos vasos: Rξ0 = R
ξ
1 +R
ξ
2. Respecto al valor de
ξ, gracias a la literatura (11) se sabe que debe ser: 2,33 ≤ ξ ≤ 3 siendo el mı´nimo el caso
de flujo turbulento y 3 el caso de flujo laminar obtenido anteriormente, ecuacio´n 2.23.
Concretamente, el valor ma´s adecuado para simular flujo circulatorio es ξ = 2,76 [Pollanen
1992; Suwa et al., 1963; Uylings 1977] (5). As´ı, se analiza en la seccio´n siguiente si los
resultados var´ıan mucho de realizar la aproximacio´n de Poiseuille y utilizar la relacio´n de
potencias cu´bicas, a no hacerlo y utilizar el valor ξ = 2,76.
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3 Resultados computacionales
Se realiza un programa que calcula dicha estructura jera´rquica cumpliendo las relaciones
de radios, de asimetr´ıa y de longitud/radio de la seccio´n anterior. A cada rama se le asocia
una resistencia, de manera que es posible calcular la resistencia equivalente de la estructu-
ra pulmonar. Esta resistencia equivalente es la resistencia Rpuc, de la figura 2.3. Por lo que
para analizar distintos casos de patolog´ıas pulmonares solo se tiene que sustituir el valor
de esta resistencia por el valor que nos da el programa, que sera´ distinto para las diversas
anomal´ıas cardiopulmonares. Concretamente los ca´lculos se realizan con una jerarqu´ıa
de a´rbol de cuatro generaciones de vasos, i.e. 15 nodos, ya que este es un compromiso
adecuado entre la complejidad de la estructura y la correcta representacio´n de la realidad.
Para poder comparar los resultados obtenidos se empezara´ trabajando con condiciones
cardiopulmonares estandar, en las que el valor de la resistencia es de Rpuc = 0,0400
[mmHg·s·ml−1] (18). As´ı, se obtienen las siguientes gra´ficas, figuras 3.1 y 3.2, que coin-
ciden en forma y valores con los valores bibliogra´ficos de Sun et al., 1997 (18):
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Figura 3.1: Curvas de presio´n para personas con sistemas pulmonares estandard, con Rpuc =
0,0400 [mmHg·s·ml−1].
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Figura 3.2: Curvas de caudal y volumen para personas con sistemas pulmonares estandard,
con Rpuc = 0,0400 [mmHg·s·ml−1].
A continuacio´n se calcula la resistencia equivalente correspondiente a los siguientes casos:
Caso 1- Hipertensio´n pulmonar: Se produce cuando los vasos sangu´ıneos de los
pulmones se estrechan, haciendo que el transporte de sangre sea menor y por tanto
aumente la presio´n. Esto se representa por un a´rbol jera´rquico en el que la resistencia
vaya aumentando conforme aumenta la generacio´n de hijos. Obteniendo as´ı que
Rpuc = 0,0806 [mmHg·s·ml−1].
Caso 2- Disfuncionalidades por ca´ncer de pulmo´n: En este caso analizamos el caso
de una persona a la que se le ha estirpado un lo´bulo pulmonar o un pulmo´n entero.
Concretamente se simula el caso de una persona a la que se le ha estirpado la mitad
de un pulmo´n, da´ndole un valor infinito a la resistencia de una rama hija de segunda
generacio´n. Obteniendo as´ı que Rpuc = 0,0893 [mmHg·s·ml−1].
Caso 3- Tromboembolismo pulmonar: Esta patolog´ıa se caracteriza porque los pa-
cientes que la sufren tienen una zona pulmonar que no recibe sangre venosa. Este
tipo de enfermedad puede tener consecuencias cardiopulmonares leves o graves. Se
clasifica como leve (caso 3-a) si la zona pulmonar afectaba es pequen˜a, incluso si la
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obstruccio´n fuera total. Esto, en el modelo, equivale a que el valor de 2 resistencias
de u´ltima generacio´n sea infinito (Rpuc = 0,0467 [mmHg·s·ml−1]). Mientras que se
clasificara´ como grave (caso 3-b) cuando adema´s de esas dos resistencias de valor
infinito, el resto de resistencias de u´ltima generacio´n tengan un valor un poco mayor
a lo habitual (Rpuc = 0,0564 [mmHg·s·ml−1]).
Obteniendo as´ı las siguientes gra´ficas, pueden encontrarse estas y otras en el anexo G:
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Figura 3.3: Curvas de presio´n arterial para los casos 1, 2, 3a y 3b, respectivamente.
0
20
40
60
80
100
120
140
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Pr
e
si
ón
 
(m
m
H
g)
Tiempo (s)
venas_pulmonares[5]
auricula_izquierda[6]
ventriculo_izquierda[7]
aorta_ascendente[8]
0
20
40
60
80
100
120
140
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Pr
e
si
ón
 
(m
m
H
g)
Tiempo (s)
venas_pulmonares[5]
auricula_izquierda[6]
ventriculo_izquierda[7]
aorta_ascendente[8]
0
20
40
60
80
100
120
140
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Pr
e
si
ón
 
(m
m
Hg
)
Tiempo (s)
venas_pulmonares[5]
auricula_izquierda[6]
ventriculo_izquierda[7]
aorta_ascendente[8]
0
20
40
60
80
100
120
140
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Pr
e
si
ón
 
(m
m
Hg
)
Tiempo (s)
venas_pulmonares[5]
auricula_izquierda[6]
ventriculo_izquierda[7]
aorta_ascendente[8]
Figura 3.4: Curvas de presio´n venosa para los casos 1, 2, 3a y 3b, respectivamente.
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Figura 3.5: Curvas de volumen para los casos 1, 2, 3a y 3b, respectivamente.
En las gra´ficas de la imagen 3.3 se puede ver como la presio´n arterial (curva rosa) es
superior a 25mmHg en los casos de hipertensio´n y ca´ncer pulmonar. Y pro´xima a este
valor en los casos de tromboembolismo severo. Esto es un resultado esperado ya que los
pacientes con hipertensio´n pulmonar u obstrucciones severas presentan valores de presio´n
arterial iguales a superiores a 25mmHg. Respecto a las gra´ficas de 3.4, es posible ver
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como la presio´n de ciertas curvas disminuye ligeramente al aumentar la resistencia Rpuc,
sin embargo la importancia de estas gra´ficas es comprobar que la forma de las curvas sigue
siendo la misma. Respecto a las curvas de volumen de la figura 3.5, estas son consistentes
con respecto a las variaciones en las gra´ficas de cuadal y presio´n.
Para poder observar con mayor claridad la diferencia de las curvas de presio´n mostradas,
se van a representar los casos 2 y 3a (que son los que mayor diferencia presentan, siendo
el resto casos intermedios) en las siguientes gra´ficas:
Figura 3.6: Curvas de presio´n arterial y venosa, respectivamente, para el caso 2 (curvas
continuas) y para el caso 3a (curvas discontinuas).
As´ı, se ve que las curvas de la presio´n en la vena cava (curva roja) y en la aur´ıcula derecha
(curva turquesa) de la primera imagen empezando por la izquierda, no var´ıan al cambiar
el valor de la resistencia. Lo mismo ocurre para el caso de las venas pulmonares (curva
verde-azul) y la aur´ıcula izquierda (curva verde), que permatenecen constantes mientras
el resto de curvas var´ıan, esta vez aumentando ligeramente al disminuir la resistencia.
Respecto a las curvas de caudal, de nuevo, se van a representar los casos 2 y 3a:
Figura 3.7: Curvas de caudal arterial y venoso, respectivamente, para el caso 2 (curvas
continuas) y para el caso 3a (curvas discontinuas).
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En ambos casos las variaciones son pequen˜as, excepto para los capilares venosos (curva
negra), pero a diferencia del caso de las gra´ficas de presio´n, figura 3.6, aqu´ı todas las
curvas se ven ligeramente modificiadas. Sin embargo, al igual que con las ima´genes de la
gra´fica 3.4 lo relevante de estas es comprobar que la forma de las curvas sigue siendo la
misma. Lo cual si ocurre.
Finalmente se quiere ver si los resultados en las resistencias var´ıan mucho de utilizar
ξ=2.76, ecuacio´n 2.32, a utilizar la ley de potencias, ecuacio´n 2.23. Para ello se obtienen
los siguientes errores relativos al comporar los valores de las resistencias obtenidos al dar
valores de ξ=3 con los dados anteriormente (ξ=2.76):
Caso modelizado Error relativo %
Hipertensio´n pulmonar 9.7
Ciruj´ıa pulmonar 9.7
Tromboembolismo pulmonar leve 9.5
Tromboembolismo pulmonar severo 10.1
De modo que el error es aceptable, por tanto, ser´ıa una aproximacio´n razonable utilizar
la ecuacio´n de Poiseulle y trabajar con ξ=3.
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4 Conclusiones
En primer lugar cabr´ıa sen˜alar que pese al bajo coste de ca´lculo y las simplificaciones
de los modelos 0-dimensionales vemos que es posible ampliar su rango de aplicacio´n de
manera sencilla. El hecho de ser capacer de adaptar el modelo a distintas patolog´ıas car-
diopulmonares a traves de variaciones en el valor de la resistencia de los capilares permite
mantener el bajo coste computacional del modelo.
Al ser los resultados coherentes hemos visto que efectivamente es posible aplicar relacio-
nes fractales para el ca´lculo de la estructurar pulmonar. Aunque cabr´ıa sen˜alar que los
resultados ser´ıan bastante similares si en vez de trabajar con la relacio´n de radios gene-
raliza se hubiera trabajado con la relacio´n de radios de potencia cu´bica. Sin embargo,
esta conclusio´n no puede ser extrapolada a modelos 1-dimensionales, en los que esto si
produce mayores diferencias en los resultados.
La modelizacio´n pulmonar mediante fractales tiene otros enfoques adema´s del seguido.
Una manera ma´s sofisticada de resolver el problema podr´ıa ser trabajar con a´ngulos de
ramificacio´n t´ıpicos, concretamente estos me´todos se basan en que ((el a´ngulo de ramifica-
cio´n ma´s favorable es el a´ngulo cuyo coseno es igual a la relacio´n de la pe´rdida de energ´ıa
que sufre la sangre en el vaso principal en comparacio´n con una rama de la misma lon-
gitud)). Sin embargo este enfoque so´lo complicar´ıa el ca´lculo sin aportarnos informacio´n
extra ya que no estamos trabajando con la fuerza como variable fundamental, pero puede
resultar muy interesante en modelos dimensionales que si lo hagan.
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A Anexo 1: Modelos hemodina´micos 0-
D
La aplicacio´n de modelos 0-Dimensionales a problemas hemodina´micos se basa en el con-
cepto de compartimento (pudie´ndose asociar con el concepto de volumen de control de
meca´nica de fluidos). Este hace referencia a dividir el cuerpo en secciones de modo que
este se modela como un conjunto finito de compartimentos unidos entre ellos. La base del
modelo 0-Dimensional consiste en que las variables hemodina´micas de un compartimen-
to concreto var´ıan solo en el tiempo. De manera que no se necesita homogeneidad espacial.
A continuacio´n se van a deducir las ecuaciones fundamentales de los modelos hemo-
dina´micos 0-dimensionales. Esto se hace derivando las ecuaciones caracter´ısticas de los
modelos 1-dimensionales. De modo que se asumen tambie´n las simplificaciones que este
hace. Concretamente, en la formulacio´n 1-D, los vasos sangu´ıneos se aproximan a tubos
rectos sime´tricos respecto al eje longitudinal, con un a´rea transversal dada por la variable
(A), y donde las curvaturas locales son lo suficientemente pequen˜as (13) como para que
los cambios en las variables caracter´ısticas del flujo, como la presio´n (P ) y el caudal (Q),
queden expresados correctamente si so´lo se trabaja en la direccio´n longitudinal del vaso.
Es decir, se esta´ considerando un vaso de longitud l, que tiene una l´ınea central descrita
por s (x) y un a´rea de la seccio´n transversal normal a s, A (s, t). As´ı, nuestra primera
simplificacio´n del modelo sera´ asumir que la curvatura local es lo suficientemente pequen˜a
como para que la direccio´n axial pueda describirse mediante una coordenada cartesiana
x. Y as´ı el problema, efectivamente, puede estudiarse con un modelo 1-D. (13)
Las ecuaciones fundamentales del problema son la ecuacio´n de continuidad y la ecuacio´n
de conservacio´n del momento, ambas aplicadas sobre el volumen de control que aparece
en la figura A.1.Y asumiendo que: la densidad de la sangre puede considerarse constante
(ρ=constante), la sangre es un flu´ıdo incompresible, que el perfil del caudal tiene un ma´xi-
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mo en la parte superior, y que las fuerzas gravitatorias y el resto de fuerzas volume´tricas
no se tienen en cuenta. As´ı, las ecuaciones de continuidad y de conservacio´n del momento
se pueden expresar de la forma (13; 4; 9; 3):
∂A
∂t
+
∂Q
∂x
= 0 (A.1)
∂Q
∂t
+
∂
∂x
(
Q2
A
)
= −A
ρ
∂P
∂x
+
f
ρ
(A.2)
Figura A.1: Volumen de control (o compartimento) de un vaso.
Las ecuaciones A.1 y A.2 son, respectivamente, las representaciones 1-D de las ecuaciones
de conservacio´n de la masa (o continuidad) y de momento. SiendoQ el caudal, P la presio´n
interna media sobre la seccio´n transversal del vaso, ρ la densidad de la sangre y f la fuerza
de friccio´n por unidad de a´rea del vaso.
f = −βpiµQ
A
(A.3)
Siendo µ la viscosidad dina´mica del flu´ıdo (de la sangre en este caso) y β una constante de
la forma del perfil de velocidad, cuyo valor es conocido gracias a experimentos realizados
in-vivo a sujetos sanos. Las velocidades del flujo sangu´ıneo en vasos sangu´ıneos grandes,
como es el caso de las arterias, presentan un perfil principalmente plano. En estos casos
la constante toma un valor β = 22, mientras que en vasos ma´s pequen˜os (como los ca-
pilares), el perfil de velocidad se vuelve cada vez ma´s parabo´lico, siendo β = 8 [Velocity
distribution and transition in the arterial system, 1969] [Numerical modelling of pulse
wave propagation in the cardiovascular system, 2006] (3)
Para pasar de una formulacio´n 1-D a una 0-D debemos promediar todas las variables
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del flujo a lo largo de la longitud del vaso sangu´ıneo (l = |xout − xin|). Siendo ψ(x, t)
cualquier variable de flujo (Q,P, V ):
ψˆ(t) =
1
l
∫ xout
xin
ψ(x, t)dx (A.4)
Con las condiciones de contorno: Pin(t) = P (xin, t), Pout(t) = P (xout, t),Qin(t) = Q(xin, t)
y Qout(t) = Q(xout, t).
Integrando la ecuacio´n de continuidad (ecuacio´n A.1)sobre la longitud del vaso se llega a
la expresio´n:
∫ xout
xin
(
∂A
∂t
+
∂Q
∂x
)
dx =
∫ xout
xin
∂A
∂t
dx+Qout −Qin = d
dt
∫ xout
xin
Adx+Qout −Qin = 0
(A.5)
dV
dt
+Qout −Qin = 0 (A.6)
Definiendo V = Aˆl, con Aˆ la media del a´rea de la seccio´n transversal. Se llega a:
dAˆ
dt
+
Qout −Qin
l
= 0 (A.7)
As´ı, la ecuacio´n de conservacio´n de la masa ha sido transformada en una ecuacio´n dife-
rencial ordinaria.
Respecto a la ecuacio´n de conservacio´n del momento (ecuacio´n A.2), se deben realizar
ciertas hipo´tesis antes de trabajar con ella:
(i) El te´rmino adventivo se considera despreciable (de caudal al cuadrado).
(ii) Los cambios en el a´rea y en la velocidad de la onda, a lo largo de la longitud
del vaso, son despreciables frente a los cambios de presio´n y caudal.
(iii) Las variaciones de A(x, t) cerca de a´rea de equilibrio, A0(x), son pequen˜as.
(iv) El a´rea A0(x) es constante y se denota como A0.
De modo que intergrando la ecuacio´n de momento (ec A.2) sobre la longitud del vaso, y
teniendo en cuenta las aproximaciones anteriores, se obtiene la siguiente EDO:
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ddt
∫ xout
xin
Qdx = −
∫ xout
xin
A
ρ
∂P
∂x
dx−
∫ xout
xin
βpiµ
ρ
Q
A
dx (A.8)
y promendiando en x se obtiene la siguiente expresio´n:
dQˆ
dt
=
1
ρl
A
(
Pin − Pout − βpiµl
A2
Qˆ
)
(A.9)
Para reescribir las ecuaciones fundamentales en te´rminos de las variables (P,Q) utilizare-
mos las dos ecuaciones de conservacio´n anteriores y la ecuacio´n de contorno, que relaciona
la presio´n interna con el a´rea transversal del vaso. La presio´n interna puede ser expresada
como suma de la presio´n externa, Pe(x, t), y de la presio´n transmural ψ(x, t):
P (x, t) = Pe(x, t) + ψ(x, t) (A.10)
Siendo la presio´n transmural de la forma (4; 9):
ψ = K(x)φ(A) + P0 (A.11)
Donde P0 es la presio´n de referencia y K(x) una constante positiva funcio´n del mo´dulo
de Young y del espesor del vaso, los cuales pueden ser asumidos constantes en el vaso.
De modo que K tambie´n puede ser considerado como constante. En particular, K esta´
asociado con la rigidez y φ(x, t) con la forma de la funcio´n. La funcio´n φ puede expresarse
como (4):
φ(A) =
(
A(x, t)
A0
)m
−
(
A(x, t)
Ao
)n
(A.12)
Siendo A0 el a´rea transversal de referencia, y los para´metros m y n constantes cuyos
valores han sido obtenidos experimentalmente. Para arterias (m,n)=(0.5,0) y para venas
(m,n)=(10,1.5). As´ı, si derivamos la presio´n respecto al tiempo, obtenemos:
∂P
∂t
=
∂Pe
∂t
+K
∂φ
∂t
(A.13)
Como lo que queremos es obtener un EDO para la ecuacio´n de conservacio´n del momento,
es necesario reescribir la ecuacio´n A.13 en te´rminos de la velocidad de onda, c, que puede
expresarse como (9):
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c =
√
A
ρ
∂ψ
∂A
(A.14)
Con ∂ψ
∂A
= K ∂φ
∂A
. De modo que:
c2 =
A
ρ
K
dφ
dA
=
A
ρ
K
dφ
dt
dt
dA
(A.15)
Y usando la ecuacio´n A.13 se llega a la expresio´n:
dA
dt
=
A
ρc2
(
∂P
∂t
− ∂Pe
∂t
)
(A.16)
Al establecer la presio´n externa como constante, utilizando el promedio e integrando la
ecuacio´n anterior sobre la longitud, se puede deducir la siguiente ODE:
dAˆ
dt
=
A
ρc2
dPˆ
dt
(A.17)
Incorporando la ecuacio´n A.17 en A.9:
dPˆ
dt
=
Qin −Qout
lA
ρc2
(A.18)
E introduciendo la analog´ıa ele´ctrica en la ecuacio´n A.18 y A.9, respectivamente, llegamos
a que:
dPˆ
dt
=
Qin −Qout
C
,
dQˆ
dt
=
1
L
(Pin − Pout −RQˆ) (A.19)
Donde,
R =
βpiµl
A2
, L =
lρ
A
,C =
lA
ρc2
Las propiedades de la sangre se suponen constantes, por lo que el conjunto de valores de
RLC son determinados geome´tricamente. Estos para´metros son comparables a la resis-
tencia, inductancia y capacitancia de los circuitos ele´ctricos y, en consecuencia, un vaso
sangu´ıneo puede representarse de manera ana´loga como un circuito RLC. Las variables de
estado de presio´n (P ), flujo (Q) y volumen (V ) ser´ıan as´ı: el voltaje, la corriente ele´ctrica
y la carga ele´ctrica en un circuito ele´ctrico equivalente. Para hacer el modelo ma´s realis-
ta, se debe agregar un te´rmino que incluya propiedades viscoela´sticas, obteniendo as´ı la
figura siguiente:
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Figura A.2: Circuito RLC equivalente con el te´rmino viscoela´stico.
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B Anexo 2: Modelado de la contrac-
cio´n-relajacio´n cardiaca
El corazo´n es un o´rgano compuesto por dos ca´maras superiores (aur´ıculas izquierda y
derecha) y dos ca´maras inferiores (ventr´ıculos izquierdo y derecho). Cada una de estas
ca´maras realiza una dia´stole, o movimiento de relajacio´n en el que se llena la ca´mara,
y otro movimiento de s´ıstole o contraccio´n, donde la ca´mara bombea sangre hacia el
exterior. Cuando el corazo´n funciona correctamente, los movimientos deben estar sin-
cronizados para que las aur´ıculas realicen el movimiento de la s´ıstole, mientras que los
ventr´ıculos realicen el movimiento de dia´stole y viceversa. Como consecuencia, el modelo
de corazo´n tendra´ que estar compuesto por una funcio´n de elastancia variable en el tiem-
po para las aur´ıculas y otra para los ventr´ıculos. Para reproducir este comportamiento, el
circuito RLE de la figura B.1 debera´ tener adema´s una variable que cuantice la elastancia
variable en el tiempo.
Figura B.1: Circuito RLE para ca´maras cardiacas
As´ı, la reacio´n presio´n–volumen pe(t) viene dada por:
pe(t) = e(t)ch(V − Vdead) (B.1)
donde e(t)ch es la elastancia como funcio´n del tiempo, V el volumen de la ca´mara cardiaca,
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y Vdead el llamado volumen muerto de la ca´mara cardiaca. De modo que la presio´n en una
ca´mara, pch, esta´ definida por:
pch − pext = e(t)ch (VN − Vdead,N) + ΩdVN
dt
(B.2)
donde pext es la presio´n externa, y Ω la viscoelastancia, representada como una resistencia
no lineal y directamente proporcional a la presio´n en la ca´mara, pch:
Ω =∝ch pch (B.3)
B.1 Relacio´n presio´n–volumen en la aur´ıcula y en el ventr´ıcu-
lo
La ecuacio´n de presio´n para la aur´ıcula derecha e izquierda se define como:
pra − pext = e(t)ra (Vra − Vdead,N) + αrapradVra
dt
(B.4)
pla − pext = e(t)la (Vla − Vdead,N) + αlapladVla
dt
(B.5)
Siendo ra la aur´ıcula derecha, la la aur´ıcula izquierda y e(t) una funcio´n que definiremos
a continuacio´n.
Otra forma de interaccio´n de la ca´mara consisten en el desplazamiento de los septos ven-
triculares debido a las diferencias de presio´n entre las respectivas ca´maras izquierda y
derecha, figura B.2. La interaccio´n entre los ventr´ıculos tambie´n puede ocurrir debido a
una protuberancia septal si la presio´n en una ca´mara es significativamente mayor que en
la ca´mara contraseptal.
El acoplamiento de presio´n directa entre el ventr´ıculo derecho y el izquierdo a trave´s del
tabique interventricular es estudiado en detalle en el modelo de Maughan et al. [Inter-
dependencia sisto´lica ventricular: modelo de elastancia de volumen en corazones caninos
aislados, 1987]. Este modelo consta de tres compartimentos ela´sticos. Adema´s de los com-
partimentos de pared libre del ventr´ıculo derecho (RV) y del ventr´ıculo izquierdo (LV),
e(t)rv y e(t)lv respectivamente, el desplazamiento del tabique tambie´n se representa con
un compartimento ela´stico (elastancia septal efectiva, Es).
Teniendo en cuenta la presio´n externa, el tabique y la ca´ıda de presio´n del te´rmino de
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Figura B.2: Representacio´n de las cuatro ca´maras cardiacas.
viscoelastancia (ecuaciones B.1 y B.3), se puede obtener una relacio´n presio´n-volumen en
la ca´mara del ventr´ıculo izquierdo y del izquierdo:
plv − pext = e(t)lv
1 + e(t)lv
Es
(Vlv − Vdead) + e(t)lv/Es
1 + e(t)lv
Es
prv + αlvplv
dVlv
dt
(B.6)
prv − pext = e(t)rv
1 + e(t)lv
Es
(Vrv − Vdead) + e(t)rv/Es
1 + e(t)rv
Es
plv + αrvprv
dVrv
dt
(B.7)
Siendo plv y Vlv la presio´n y el volumen de la ca´mara del ventr´ıculo izquierdo. Y respec-
tivamente prv y Vrv la presio´n y el volumen de la ca´mara del ventr´ıculo derecho.
Maughan et al. [Interdependencia sisto´lica ventricular: modelo de elastancia de volumen
en corazones caninos aislados, 1987] midieron Es en corazones caninos libres de la in-
fluencia perica´rdica. Estas tienen aproximadamente las mismas elastancias ventriculares
que las de nuestro modelo. Por lo tanto, deber´ıa ser adecuado adoptar sus datos experi-
mentales directamente a nuestro modelo, definimos as´ı que Es= 45.9 mmHg/ml.
B.2 Variacio´n temporal de la eslastancia en aur´ıculas y
ventr´ıculos
La funcio´n de elastancia de la aur´ıcula es de la forma:
e(t)ch = Ea,che˜ch(t) + Eb,ch (B.8)
Siendo e˜(t) la funcio´n de activacio´n, Ea,ch la amplitud de elastancia de la ca´mara y Ebb,ch
es la elastancia de referencia de la ca´mara.
Del mismo modo la funcio´n de elastancia del ventr´ıculo es de la forma:
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e(t)ch = E
F
a,che˜(t)ch + E
F
b,ch (B.9)
Donde los para´metros EFa,ch y E
F
b,ch se definen como sigue:
EFa,ch = Ea,chF, E
F
b,ch =
Eb,ch
F
(B.10)
Siendo F un factor de escala. La ecuacio´n B.10 representa el mecanismo de la ley de
Starling, ya que la elastancia variable en el tiempo del ventr´ıculo depende del volumen.
La dependencia con el volumen se basa en el hecho de que la fuerza de contraccio´n y la
velocidad disminuyen a medida que aumenta la precarga(el volumen diasto´lico final que
estira el ventr´ıculo derecho o izquierdo del corazo´n hasta sus mayores dimensiones bajo
una demanda fisiolo´gica variable) [Brutsaert, DL y, EH, Meca´nica del mu´sculo card´ıaco
en la evaluacio´n de la contractilidad mioca´rdica y la funcio´n de la bomba, 1973]. Una
aproximacio´n de primer orden a la relacio´n de precarga contractibilidad se implementa
al calcular el factor de escala F :
F = 1− VEDLV
Vmax
(B.11)
Siendo VEDLV el volumen diasto´lico ventricular izquierdo final. Por lo tanto, a medida que
aumenta la precarga, la contractilidad del ventr´ıculo izquierdo disminuye y aumenta la
rigidez del final. El para´metro Vmax es un para´metro emp´ırico que controla la curvatura de
la curva de Starling. El efecto del factor F , se puede observar en la figura B.3. A medida
que aumenta la precarga, el gasto card´ıaco aumenta en la misma proporcio´n, hasta que
alcanza un valor de precarga en el que, al aumentar la precarga, la salida cardial no se
ve afectada en la pra´ctica.
Figura B.3: Influencia del factor F en la factor en la curva de precarga del gasto cardiaco.
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B.2.1 Modelo de elastancia exponencial-coseno
Hay tres modelos de elastancia variable en el tiempo: exponencial, coseno y exponencial-
coseno. Sin embargo, solo se trabaja con este u´ltimo, ya que es el que da mejores resultados
computacionales. En este modelo, la funcio´n de elastancia toma una forma exponencial
para los ventr´ıculos:
e˜(t)v =
 0,5
[
1− cos
(
pit
Tvcp
)]
+ e
[
−Tr−Tvcp
τau
]
cos
(
pit
2Tvcp
)
0 ≤ t ≤ Tvcp
e−
t−Tvcp
τau Tvcp < t ≤ Tr
(B.12)
Y forma de coseno para la aur´ıcula:
e˜(t)a =

0,5
[
1 + cos
(
pi(t+Tr−tar)
Tarp
)]
t > 0 and t ≤ tar + Tarp − Tr
0 t > tar + Tarp − Tr and t ≤ tac
0,5
[
1− cos
(
pi(t−tac)
Tacp
)]
t > tac and t ≤ tac + Tacp
0,5
[
1 + cos
(
pi(t−tar)
Tarp
)]
t > tac + Tacp and t ≤ Tr
(B.13)
Siendo τ la constante de tiempo de relajacio´n isovolume´trica ventricular, la cual es funcio´n
de la duracio´n sisto´lica ventricular [Brutsaert, D. L. and, E.H. Sonnenblick. Cardiac
muscle mechanics in the evaluation of myocardial contractility and pump function, 1973].
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C Anexo 3: Modelo de circulacio´n co-
ronaria
El corazo´n es un mu´sculo, concretamente es como una bomba aspiro-impelente. Esta´
formado por cuatro ca´maras que se pueden agrupar de dos en dos, de modo que se puede
diferenciar entre corazo´n derecho e izquierdo. El corazo´n izquierdo es responsable de
expulsar la sangre a la circulacio´n siste´mica (o circuito mayor), mientras que el corazo´n
derecho se enarga de expulsar la sangre a la circulacio´n pulmonar (o circuito menor). Y
globalmente, recibe la sangre de su propio sistema vascular, la circulacio´n coronaria.
Figura C.1: A) Posicio´n de la aorta ascendente con respecto al corazo´n. B) Rama de la aorta
en arterias coronarias. C) Arterias coronarias en el endocardio y epicardio.
La aorta se ramifica en dos arterias coronarias principales, las cuales se dividen en arterias
ma´s pequen˜as que suministran sangre rica en ox´ıgeno a las paredes del corazo´n: el epi-
cardio (capa externa del corazo´n) y el endocardio (capa interna del corazo´n). El modelo
de la figura C.2 muestra el comportamiento de la circulacio´n coronaria, que comienza en
la arteria ao´rtica ascendente.
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Figura C.2: Esquema del sistema coronario.
En la figura C.2 se puede ver como la rama coronaria esta´ formada por una resistencia
lineal Rs, que simula la resistencia que el flujo encuentra al pasar a trave´s de las arterias
coronarias, y otra resistencia cuadra´tica bs, que se incorpora en el modelo en caso de
pacientes con estenosis. Las ecuaciones usadas para describir estos dos para´metros son
las ecuaciones 2.10 y 2.17, particularizadas para el caso de β = 8 y el coeficiente de
descarga igual a 1, siendo este es el valor experimental obtenido para va´lvulas:
Rs =
8µl
pir4
(C.1)
bs =
ρ
2
(
1
As
− 1
An
)2
(C.2)
Donde µ es la viscosidad de la sangre, As es el a´rea de la seccio´n transversal esteno´tica y
An es la seccio´n transversal normal del vaso zona. Analizando las ecuaciones 2.9 y 2.16,
es posible observar que cuando aparece la estenosis, el radio de la seccio´n disminuye y la
seccio´n se estrecha. As´ı, tanto Rs como bs aumentan.
El flujo que circula por la rama se denomina flujo coronario (Qc) y es posible obtener una
relacio´n entre este y el gradiente de presio´n por estenosis (∆ps), aplicando las ecuaciones
2.10 y 2.16:
∆ps = RsQc + bsQ
2
c (C.3)
Como se ha comentado, el flujo coronario se ramifica en dos ramas para permitir que la
sangre rica en ox´ıgeno alcance el endocardio y el epicardio. Por lo tanto, en el modelo de
la figura C.2, la rama que representa las arterias coronarias tambie´n se ramificara´ en dos
ramas para simular el comportamiento del endocardio y el epicardio. Cada una de estas
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ramas esta´ representada por una resistencia lineal (Ren para el epicardio y Rep para el
epicardio) y se utiliza una fuente de presio´n para introducir en el modelo la influencia
de la presio´n del ventr´ıculo izquierdo sobre el sistema coronario (Pen para el epicardio
y Pep para el epicardio). Siendo la relacio´n de las fuentes de presio´n con la presio´n del
ventr´ıculo de la forma:
pen = kenplv + penmin (C.4)
pep = kepplv + pepmin (C.5)
Donde ken, kep, penmin, y pepmin son factores emp´ıricos. Aplicando las leyes de Kirchhoff
llegamos que:
Qc = Qen +Qep (C.6)
Como el modelo 0-dimensional no tiene en cuenta las variaciones de a´rea en el vaso
sangu´ıneo al aplicar una presio´n externa intermedia, y dado que el sistema coronario
presenta esta situacio´n, vamos a introducir elStarling Resistor model [Shapiro, A. H.,
Steady flow incollapsible tubes,1977], para incluir este efecto en el modelo y poder estudiar
correctamente el flujo en el epicardio y en el endocardio.
La diferencia de presio´n que gobierna el flujo sangu´ıneo endoca´rdico es la diferencia entre
la arteria coronaria y la presio´n de la aur´ıcula derecha. Este comportamiento del flujo
endoca´rdico, donde la presio´n es del epicardio y no de la aur´ıcula derecha, fue la razo´n
por la que la comunidad me´dica considero´ el flujo endoca´rdico como un feno´meno de flujo
gobernado por el ”Starling Resistor”. Este es un dispositivo experimental, figura C.3, en
el que un tubo plegable se conecta a dos tubos r´ıgidos en sus extremos y se ubica en
una ca´mara de volumen fijo con presio´n ambiental variable. Es posible cambiar la presio´n
de entrada y salida de la ca´mara (llamada presio´n externa) y observar los patrones de
flujo resultantes. En la pra´ctica, hay un rango de valores de presio´n para los cuales la
tasa de flujo a trave´s del tubo se vuelve pra´cticamente independiente de la presio´n aguas
abajo (Parriba = Pc) y la diferencia de presio´n de conduccio´n viene dada por el r´ıo arriba
(Pdn = Paa) y presiones externas (Pext = Pen). Esto sucede cuando la presio´n externa es
mucho mayor que la presio´n de salida.
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Figura C.3: Modelo de un starling resistor
Con esto en mente, es posible reescribir el flujo en el endocardio como:
Qen =
{
(Pc − Pen) /Ren Pen ≥ Pra
(Pc − Pra) /Ren Pen < Pra
(C.7)
Siendo Paa es la presio´n de la arteria aorta ascendente y Pc la presio´n coronaria:
Pc = Paa −∆ps (C.8)
Y lo mismo para el flujo en el epicardio:
Qep =
{
(Pc − Pep) /Rep Pep ≥ Pra
(Pc − Pra) /Rep Pep < Pra
(C.9)
Al simular, la obtencio´n de valores negativos de Qep o Qep se asocia al caso de flujo cero.
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D Anexo 4: Presio´n externa
En el circuito RLE de la figura A.2, encontramos un te´rmino que hace referencia a la
presio´n externa. El valor de esta no es constante para todos los vasos sangu´ıneos y ca´maras
card´ıacas. Concretamente vamos a analizar dos tipos de presiones externas:
D.1 Presio´n del pericardio
El corazo´n se encuentra dentro de una bolsa delgada llamada pericardio, y el espacio entre
el pericardio y el epicardio del corazo´n (cavidad perica´rdica) contiene una pequen˜a canti-
dad de l´ıquido. Las funciones del pericardio incluyen funciones propias de las membranas
y funciones meca´nicas. Entre las funciones propias de las memabranas encontramos:
Permite una actividad card´ıaca continua sin friccio´n con estructuras adyacentes.
Funcio´n de barrera a la infeccio´n de origen en las estructuras adyacentes (pleura,
pulmo´n y mediastino).
Mantiene el corazo´n en una posicio´n fija dentro de la caja tora´cica por medio de
sus articulaciones ligamentosas con el esterno´n, la columna dorsal y el diafragma,
lo que evitar´ıa la torsio´n y el desplazamiento.
Respecto a las funciones meca´nicas encontramos:
Limitar una dilatacio´n excesiva del miocardio.
Mantenimiento de una distensibilidad normal y mantenimiento de una ’forma o´pti-
ma del corazo´n’, no solo anato´micamente, sino desde el punto de vista funcional.
La presio´n perica´rdica (Ppc) esta´ controlada por el volumen total de la ca´mara dl peri-
cardio mediante la relacio´n exponencial. Todas las ca´maras card´ıacas esta´n somedidas a
esta presio´. Siendo el volumen total de sangre en el pericardio (Vpc) la suma del volumen
de las ca´maras del corazo´n (Vh) y el volumen del l´ıquido perica´rdico (Vpe).
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Vpc = Vh + Vpe (D.1)
Siendo Vh :
Vh = Vra + Vrv + Vla + Vlv (D.2)
Donde Vra es el volumen de la aur´ıcula derecha, Vrv el volumen del ventr´ıculo derecho,
Vla el volumen de la aur´ıcula izquierda, y Vlv el volumen del ventr´ıculo izquierdo. Esta
fo´rmula es similar a la empleada por Beyar et al. [Interaction between cardiac chambers
and thoracic pressure in intact circulation, 1987]. Esta fo´rmula incluye (Vpe) y excluye
el volumen del miocardio, ya que el cambio en el volumen del miocardio es despreciable
en relacio´n con el volumen total del corazo´n. Siendo la relacio´n presio´n-volumen en el
pericardio una funcio´n exponencial[Burkhoff, D., and J. V. Tyberg, Why does pulmonary
venous pressure rise after onset of LV dysfunction: a theoretical analysis]:
Ppc = Kpce
Vpc−Vpc0
φpc (D.3)
Donde Vpc0 es el volumen offset, y Kpc y φpc constantes determinadas emp´ıricamente.
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Figura D.1: Pericardial pressure
D.2 Presio´n intratora´cica
La presio´n fisiolo´gicamente intratora´cica (Pit) se define como la diferencia entre la presio´n
intrapleural y la presio´n externa. En condiciones esta´ndar, la presio´n externa tiene un
valor de 760 mmHg y la presio´n intrapleural es de 756 mmHg. Por lo tanto, el Pit en estas
condiciones es -4 mmHg.
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Figura D.2: Presiones en el sistema respiratorio: Presio´n atmosfe´rica (PB): es la presio´n del
aire de la atmo´sfera fuera de las v´ıas ae´reas del cuerpo; Presio´n alveolar (PA): es la presio´n
intrapulmonar, la presio´n en el extremo lejano de las v´ıas ae´reas internas; Presio´n intrapleural
(PIP ): es la presio´n del l´ıquido pleural entre la pleura parietal y la pleura visceral
Durante la inspiracio´n, el diafragma se contrae, aumentando el volumen de la cavidad
tora´cica. Este aumento de volumen, segu´n la ley de Boyle (a temperatura constante, el
volumen de una masa fija de gas es inversamente proporcional a la presio´n que ejerce)
produce una disminucio´n de la presio´n alveolar e intrapleural. Cuando la presio´n alveolar
disminuye, se produce un gradiente de presio´n entre el exterior y el interior de los pulmo-
nes. Como resultado, el aire entra en los pulmones. Durante la expiracio´n, el diafragma
vuelve a una posicio´n hacia arriba, reduciendo el volumen en la cavidad tora´cica. La pre-
sio´n del aire aumenta, forzando al aire a salir de los pulmones. Y la presio´n intratora´cica
tambie´n aumenta.
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Figura D.3: Sistema respiratorio.
El modelo matema´tico utilizado para representar el comportamiento de la presio´n intra-
tora´cica puede encontrarse en (18).
Pit =
 Pb + Pa ·
(
1− e tpτ
)
tpulmonar ≤ ti
Pb + Pa · e
tp−ti
τ tpulmonar > ti
(D.4)
Siendo Pb la presio´n de referencia, Pa la amplitud de presio´n, ti el tiempo de la fase de
inspiracio´n, y tp el tiempo respiratorio del ciclo.
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Figura D.4: Presio´n intratora´cica.
En la figura D.4 se muestra que la fase de expiracio´n esta´ entre 0.625 segundos y 3.625
(tiene un tiempo de duracio´n de 3 segundos), y la fase de inspiracio´n esta´ entre 3.625 y
5.625 segundos (el tiempo de duracio´n de la fase de inspiracio´n es de 2 segundos). Por lo
tanto, el tiempo de ciclo dura 5 segundos.
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E Anexo 5: Discretizacio´n nume´rcia
E.1 Discretizacio´n del modelo hemodina´mico
En esta seccio´n se van a discretizar nume´ricamente los modelos de los anexos A y B para
resolver las variaciones temporales de las variables del sistema, definidas en el circuito de
la figura A.2.
E.1.1 Ecuaciones para describir el flujo de sangre entre dos compar-
timentos
Mediante la ley de Kirchhoff, es posible deducir una expresio´n matema´tica general para
el flujo de la sangre entre dos nodos (o compartimentos), de la forma:
pN − pN+1 = LN dQN
dt
+RNQN + bNQN |QN | (E.1)
Siendo N el ı´ndice de un compartimento cualquiera y N + 1 representa el compartimento
inmediatamente despue´s. Respecto a las ca´maras cardiacas (nodos 1, 2 ,6 y 7 de la
figura F.1), Existe una restriccio´n en la direccio´n del flujo sangu´ıneo impuesta por las
va´lvulas tricu´spide, pulmonar, mitral y ao´rtica. Incluyendo esta restriccio´n al flujo QN
en la ecuacio´n E.1 es posible tener la siguiente expresio´n para los flujos de las ca´maras
card´ıacas (1,2,6,7).{
pN − pN+1 = LN dQNdt +RNQN + bNQN |QN | PN ≥ PN+1
QN = 0 PN < PN+1
(E.2)
E.1.2 Volumen de sangre en un compartimento
Las ecuaciones que describen las variaciones del volumen de sangre en cualquier compar-
timiento se obtienen a trave´s de la Ley de corrientes de Kirchoff (LCK) y el principio de
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conservacio´n de la carga ele´ctrica. Segu´n la LCK es posible tener para cualquier circuito
ele´ctrico condensado, para cualquiera de sus nodos, y para cualquier instante que la suma
algebraica de todas las corrientes que entran y salen del nodo es cero.
Figura E.1: RLE circuit to deduce volume equations
Se obtiene as´ı la expresio´n:
QN−1 −QN −QE = 0 (E.3)
Donde QN−1 es la corriente de entrada en el nodo, que puede entenderse como el flujo
de entrada al compartimiento, QN es el flujo de salida del compartimiento y QE es el
flujo almacenado en el compartimiento. El principio de conservacio´n de la carga ele´ctrica
establece una relacio´n entre la tasa de variacio´n de la carga ele´ctrica de un condensador
y la corriente ele´ctrica que pasa a trave´s de e´l.
dV
dt
= QE (E.4)
Siendo V la carga ele´ctrica del capacitor C de la figura E.1. Usanda la expresio´n E.6 en
E.5:
dVN
dt
= QN−1 −QN (E.5)
Por analog´ıa, VN es el volumen total de la sangre de un compartimento gene´rico, QN−1
representa el caudal que entra en dicho compartimento y QN el la caudal que sale. En
conclusio´n, la variacio´n del volumen de sangre en un compartimento es igual al flujo de
sangre que ingresa menos al flujo de sangre que sale (ley de conservacio´n de la masa).
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E.1.3 Ecuaciones para describir la presio´n de la sangre en vasos y
ca´maras card´ıacas
La presio´n en un nodo se determina restando las ca´ıdas de presio´n que existen entre los
diferentes elementos (viscoelastancia y elastancia) comprendidos entre la presio´n en el
nodo y la externa que se encuentran en la rama vertical del circuito RLE.
Figura E.2: Rama vertical del circuito RLE.
Como se ha mencionado en el anexo B, se utiliza una elastancia para describir el com-
portamiento ela´stico de los vasos, y otra para explicar el funcionamiento de las ca´maras
card´ıacas. Por lo tanto, nuestro modelo, tendra´ una ecuacio´n de presio´n para los vasos, y
otra para las ca´maras card´ıacas:
Ecuacio´n de presio´n en vasos sangu´ıneos:
pN − pext = EN · V0,N + ΩN dVN
dt
(E.6)
Ecuacio´n de presio´n en ca´maras sangu´ıneas: Para la aur´ıcula:
pN − pext = e(t)N (VN − Vdead,N) + αNpN dVN
dt
(E.7)
Para los ventr´ıculos:
pN − pext = e(t)N
1 + e(t)N
Es
pN (VN − Vdead,N) + e(t)N
1 + e(t)N
Es
PNV
Es
+ αNpN
dVN
dt
(E.8)
Siendo PNV la presio´n en otro ventr´ıculo.
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E.2 Discretizacio´n temporal
Aplicando un esquema de primer orden impl´ıcito de diferencias finitas a las ecuaciones
E.5, E.6, E.7 y E.8 es posible obtener las ecuaciones discretizadas de las mismas:
Ecuacio´n de flujo en vasos y ca´maras cardiacas:
pn+1,mN −pn+1,mN+1 = LN
Qn+1,m+1N −QnN
∆t
+RNQ
n+1,m+1
N +bNQ
n+1,m+1
N
∣∣Qn+1,m+1N ∣∣ (E.9)
Ecuacio´n de volumen en vasos y ca´maras cardiacas:
V n+1,m+1N − V nN
∆t
= Qn+1,mN−1 −Qn+1,mN (E.10)
Ecuacio´n de presio´n en vasos:
pn+1,m+1N − pext = ENV0,N + ΩN
(V n+1,mN − V n,mN )
∆t
(E.11)
Ecuacio´n de presio´n en aur´ıculas:
pn+1,m+1N − pext = e(t)N
(
V n+1,mN − Vdead
)
+ αNp
n+1,m
N (Q
n+1,m
N+1 − P n+1,mN ) (E.12)
Ecuacio´n de presio´n en ventr´ıculos:
pn+1,m+1N −pext = e(t)N
(
V n+1,mN − Vdead
)
+
e(t)N
1 + e(t)N
Es
P n+1,mNV +αNp
n+1,m
N (Q
n+1,m
N+1 −P n+1,mN )
(E.13)
Siendo n el instante de tiempo actual, en el que se conocen los valores de todas las
variables de estado del sistema, el ı´ndice n+ 1 representa el siguiente instante de tiempo
en el que se desea encontrar la solucio´n del sistema y el ı´ndice m se refiere a la iteracio´n
anterior.
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F Anexo 6: Modelo haemodina´mico
F.1 Analog´ıa ele´ctrica del modelo
De acuerdo a los anexos A y B, hay un circuito RLE que representa el comportamiento
de las ca´maras card´ıacas y otro circuito RLE que simula los vasos sangu´ıneos. En esta
seccio´n, estos circuitos se agrupara´n para construir un modelo hemodina´mico que simule
el sistema cardiopulmonar de una manera simplificada. El orden de los circuitos RLE
coincide con el camino que sigue la sangre a lo largo del sistema cardiopulmonar.
Adema´s de agrupar los circuitos RLE en el orden correcto, es necesario asignar a cada
circuito RLE, las presiones externas correspondientes definidas en el anexo D. Como la
presio´n perica´rdica es una presio´n pasiva que el pericardio ejerce sobre las paredes del
corazo´n, esta presio´n se aplicara´ en los correspondientes circuitos RLE a las ca´maras del
corazo´n. Por otro lado, la presio´n intratora´cica esta´ relacionada con la presio´n intrapleural
existente en el to´rax. Por lo tanto, todos los o´rganos cubiertos por el to´rax se vera´n
afectados por esta presio´n.
Aplicando todos estos conceptos, el modelo mostrado en la figura F.1 desarrollado en
(18). Este modelo esta´ compuesto por los siguientes 10 vasos sangu´ıneos:
Nodo 0: Vena Cava
Nodo 3: Arterias Pulmonares
Nodo 4: Capilares Pulmonares
Nodo 5: Venas Pulmonares
Nodo 8: Aorta Ascendente
Nodo 9: Aorta Descendente
Nodo 10: Arterias Perife´ricas
Nodo 11: Venas siste´micas
Nodo 12: Enclavamiento Capilar Pul-
monar
Nodo 13: Capilares Pulmonares Veno-
sos
Y cuatro ca´maras cardiacas:
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Nodo 1: Aur´ıcula Derecha
Nodo 2: Ventr´ıculo Derecho
Nodo 6: Aur´ıcula Derecha
Nodo 7: Ventr´ıculo Derecho
Figura F.1: electrical analog
F.2 Ciclo cardiopulmonar
El ciclo comienza en el nodo 11 ubicado en el lado izquierdo del modelo (fig. F.1, donde
representa el conjunto de venas siste´micas que transportan sangre desoxigenada desde
diferentes partes del cuerpo. La sangre se recoge en el nodo cero por otro vaso que
simula la vena cava. Luego, la sangre ingresa en la aur´ıcula derecha (nodo 1). Desde
all´ı, el flujo circula a trave´s de la va´lvula tricu´spide hacia el ventr´ıculo derecho (nodo
2). El circuito RLE correspondiente a las ca´maras card´ıacas se ha utilizado en Ambos
nodos. En la zona pulmonar, la sangre ha sido oxigenada y pasa a la aur´ıcula izquierda
(ca´mara cardiaca asignada con el nodo 6) y desde all´ı pasa a trave´s de la va´lvula mitral
al ventr´ıculo izquierdo (nodo 7). la sangre es bombeada y fluye a trave´s de la va´lvula
ao´rtica hacia la arteria ao´rtica ascendente (vaso correspondiente al nodo 8). En esta a´rea,
nacen las arterias coronarias responsables de alimentar los tejidos del corazo´n con sangre
rica en ox´ıgeno (figura C.2) . Una vez que la sangre ha pasado a trave´s de los tejidos del
corazo´n, vuelve al ventr´ıculo derecho para ser oxigenada nuevamente (la desatizacio´n y el
modelo matema´tico del sistema coronario se explicara´n ma´s adelante). Posteriormente,
la aorta forma un arco que se llama arco ao´rtico. A partir de ella, aparecen las arterias
caro´tidas, y luego la arteria aorta desciende dando lugar a la aorta descendente. En el
modelo, la arteria ao´rtica descendente se ha representado a trave´s de un circuito RLE
caracter´ıstico de un vaso (nodo 9) y de este vaso, se desprende una rama que simula las
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Figura F.2: Ciclo cardio pulmonar.
arterias caro´tidas solo a trave´s de una resistencia. La sangre rica en ox´ıgeno se extiende
desde la aorta descendente hasta las diferentes partes del cuerpo a trave´s de las arterias
perife´ricas reflejadas en el modelo a trave´s de un circuito RLE de un vaso (nodo 10).
Finalmente, el ciclo se cierra cuando las venas siste´micas recogen el flujo de sangre de las
arterias perife´ricas y caro´tidas para reoxigenarse.
La figura F.2 muestra un diagrama del sistema circulatorio cardiopulmonar desde el
punto de vista fisiolo´gico, para relacionar gra´ficamente el comportamiento del sistema
cardiovascular real, con el modelo representado en el modelo de la figura F.1.
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G Anexo 7: Gra´ficas
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Figura G.1: Curvas de presio´n arterial para los casos de hipertensio´n, cancer de pulmo´n,
tromboembolismo leve y severo, respectivamente.
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Figura G.2: Curvas de presio´n venosa para los casos de hipertensio´n, cancer de pulmo´n,
tromboembolismo leve y severo, respectivamente.
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Figura G.3: Curvas de caudal arterial para los casos de hipertensio´n, cancer de pulmo´n,
tromboembolismo leve y severo, respectivamente.
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Figura G.4: Curvas de caudal venoso para los casos de hipertensio´n, cancer de pulmo´n,
tromboembolismo leve y severo, respectivamente.
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Figura G.5: Curvas de volumen para los casos de hipertensio´n, cancer de pulmo´n, tromboem-
bolismo leve y severo, respectivamente.
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H Anexo: Funcio´n patolog´ıas cardiopul-
monares
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
//#define Hipertension
//#define Cancer
#define TromboLeve
//#define TromboSevero
#define PI 3.1415d
int GetTotalNodes(int);
int generaciones=4;
double* areas;
double* longitudes;
double* resistencia;
double* cte;
double* Resistence_eq;
int* hijo1;
int* hijo2;
int* padre;
int main()
{ int i, aux=1, totalNodes = GetTotalNodes(generaciones);
double totalArea, BASE=1, sigma = 2.76d, gamma = 0.43d, R_T, base;
double VISCOSIDAD=0.004;
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base=28.746;
//Reservar memoria
areas = (double*)calloc(totalNodes, sizeof(double));
longitudes = (double*)calloc(totalNodes, sizeof(double));
resistencia = (double*)calloc(totalNodes, sizeof(double));
Resistence_eq=(double*)calloc(totalNodes, sizeof(double));
cte = (double*)calloc(totalNodes, sizeof(double));
hijo1 = (int*)calloc(totalNodes, sizeof(int));
hijo2 = (int*)calloc(totalNodes, sizeof(int));
padre = (int*)calloc(totalNodes, sizeof(int));
//areas[0] = (c_p->volumen_inicial[nodo])/BASE;//AQUIIIII
areas[0]=150/base;
cte[11]=100000;
cte[8]=100000;
cte[14]=1.5;
cte[13]=1.5;
cte[12]=1.5;
cte[10]=1.5;
cte[9]=1.5;
cte[7]=1.5;
//Padre del 0 no existe
padre[0] = -1;
for (i = 0; i < totalNodes; i++)
{
cte[i]=1;
}
#ifdef TromboLeve
cte[11]=100000;
cte[8]=100000;
#endif // TromboLeve
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#ifdef Hipertension
//Va aumentando la resistencia linealmente con el nu´m de generacio´n
cte[14]=cte[13]=cte[12]=cte[11]=cte[10]=2.5;
cte[9]=cte[8]=cte[7]=2.5;
cte[6]=cte[5]=cte[4]=cte[3]=2;
cte[2]=cte[1]=1.5;
#endif // Hipertension
#ifdef Cancer
//cte[8]=100000;
//cte[7]=100000;
cte[3]=100000;
#endif // Cancer
#ifdef TromboSevero
cte[11]=100000;
cte[8]=100000;
cte[14]=cte[13]=cte[12]=cte[10]=cte[9]=cte[7]=1.5;
#endif // TromboSevero
for (i = 0; aux < totalNodes; i++) //Da la estructura Jera´rquica
{//Recorremos todos los nodos, a cada uno le ponemos dos hijos, y a estos el padre
hijo1[i] = aux;
padre[aux] = i;//variable auxiliar
aux++;
hijo2[i] = aux;
padre[aux] = i;//
aux++;
areas[hijo1[i]] = areas[i] *
pow(1 / (1.0d + pow(gamma, sigma/2.0d )) , 2.0d / sigma);
areas[hijo2[i]] = gamma*areas[hijo1[i]];
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longitudes[hijo1[i]] = sqrt(areas[hijo1[i]]/PI) *2.55;
longitudes[hijo2[i]]= sqrt(areas[hijo2[i]]/PI) *2.55;
resistencia[hijo1[i]]=cte[hijo1[i]]*8*PI*
longitudes[hijo1[i]]*VISCOSIDAD/
(areas[hijo1[i]]*areas[hijo1[i]]);
resistencia[hijo2[i]]=cte[hijo2[i]]*8*PI*
longitudes[hijo2[i]]*VISCOSIDAD/(areas[hijo2[i]]*areas[hijo2[i]]);
}
for(i=6; i>2; i--) //6 5 4 3
{
Resistence_eq[i] =resistencia[i] +
1.0/(1/resistencia[hijo2[i]] +1/resistencia[hijo1[i]]);
}
for(i=2; i>0; i--) //2 1
{
Resistence_eq[i] =resistencia[i] +1.0/(1/Resistence_eq[hijo2[i]] +
1/Resistence_eq[hijo1[i]]);
}
R_T=1.0/(1/Resistence_eq[2] +1/Resistence_eq[1]);
printf("%lf", R_T);
return 0;
}
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int GetTotalNodes(int generaciones)
{
int output = 1, i;
int lastGeneration = 1;
for (i = 1; i < generaciones; i++)
{
lastGeneration = 2 * lastGeneration;
output += lastGeneration;
}
return output;
}
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